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概 要

数値積分について学習する．このテキストでは，(1)台形公式，(2)シンプソンの公式，(3)ロンバー
グ積分，(4)モンテカルロ積分について説明している．

1 はじめに

数学の授業で学習したように，どんな複雑な関数でも微分は可能である．一方，積分となるとそうはい

かない．積分の学習では，どのようにして積分を行うかといういろいろなテクニックを学んだはずである．

微分に比べれば，圧倒的に計算が難しいことも経験済みであろう．

例えば，ガウス分布を表す以下の関数を考える．

f(x) = e−x2
(1)

この関数の微分すること (導関数)は，簡単で

f ′(x) = −2xe−x2
(2)

となることは説明の必要がないであろう．今まで学習してきたように，初等関数で表すことができる関数の

微分は，初等関数で表現できるのである．要するに微分 (導関数)の値を求めたいときには，人間が実際に
微分をして，初等関数を計算すればよいのである．

一方，積分となるとそうはいかない．先の式 (1)の不定積分を初等関数で表すことができない．初等関数
からできた関数であろうとも，不定積分は初等関数の範囲を超えることがある．だからといって，定積分の

値 (数値)が不定というわけではない．
いろいろ計算をしていると，不定積分はできないが，定積分の値が必要な場合がしばしば訪れる．そのと

きに，ここで学習する定積分を数値計算で求めるテクニックが使われる．

定積分は，図 1に示すように面積の計算になる．したがって，直感的にわかりやすく，アルキメデスの時
代からあった．一方，微分法はニュートンの時代とすると，およそ 2000年の開きがあるのである．
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図 1: 定積分と面積

2 台形公式

2.1 台形公式の求め方

定積分，

S =
∫ b

a

f(x)dx (3)

の近似値を数値計算で求めることを考える．積分の計算は，先に示したように面積の計算であるから，図 2
のように台形の面積の和で近似ができるであろう．積分の範囲 [a, b]を N 等分した台形で近似した面積 T
は，

T = h
f(a) + f(a + h)

2
+ h

f(a + h) + f(a + 2h)
2

+ h
f(a + 2h) + f(a + 3h)

2
+ · · ·

+ h
f(a + (N − 1)h) + f(a + Nh)

2

=
h

2

N−1∑

j=0

[f(a + jh) + f(a + (j + 1)h)]

(4)

となる．これが数値積分の台形公式である．なんのことはない，積分を台形の面積に置き換えているだけで

ある．

2.2 台形公式の誤差について

台形公式による数値積分では，分割数N を大きくするとその誤差は小さくなることは直感で分かる．そ

れでは，分割数を増やしていくとどのように精度が良くなるのか考えてみよう．
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図 2: 積分と台形の面積の比較

まずは，式 (4)のある一つの台形の面積と実際の積分の値を比較する．台形の面積 tは，台形公式より，

t =
h

2
[f(x1) + f(x1 + h)] (5)

となる．これを実際の積分

s =
∫ x1+h

x1

f(x)dx (6)

と比較することにする．これら 2つの式の形がぜんぜん違うので比較できないと考えるだろう．このような
場合の常套手段がある．ちょっとした違いについて論じる時には，テーラー展開を使う．式 (5)を x1の周

りで，テイラー展開すると

t =
h

2
[f(x1) + f(x1 + h)]

=
h

2

[
f(x1) + f(x1) + f ′(x1)h +

f ′′(x1)
2!

h2 +
f ′′′(x1)

3!
h3 + · · ·

]

= f(x1)h +
f ′(x1)

2
h2 +

f ′′(x1)
2 × 2!

h3 +
f ′′′(x1)
2 × 3!

h4 + · · ·

(7)
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となる．これが台形の面積のテイラー展開である．一方，積分の式 (6)もテイラー展開する．これは，

s =
∫ x1+h

x1

f(x)dx

x = x1 + ξと積分変数を変換すると

=
∫ h

0

f(x1 + ξ)dξ

=
∫ h

0

[
f(x1) + f ′(x1)ξ +

f ′′(x1)
2!

ξ2 +
f ′′′(x1)

3!
ξ3 + · · ·

]
dξ

=
[
f(x1)ξ +

f ′(x1)
2

ξ2 +
f ′′(x1)
3 × 2!

ξ3 +
f ′′′(x1)
4 × 3!

ξ4 + · · ·
]h

0

= f(x1)h +
f ′(x1)

2
h2 +

f ′′(x1)
3 × 2!

h3 +
f ′′′(x1)
4 × 3!

h4 + · · ·

(8)

となる．この 2つの式 (7)と ( 8)が台形での近似とまっとうに積分を行ったときのテイラー展開を表す．こ
れらの式を比べると，刻み巾 hの 2 次まで一致している．これは，直感的には次のように考えることがで
きる．

• 台形公式では f(x)を直線で近似しているので，被積分関数は hの 1次の精度がある．

• 台形の一つの面積は，被積分関数に hを乗じることにより得られる．したがって，面積は hの 2次の
精度になる．

これまでの結果から，台形式の積分の誤差は hの 3次よりも高次が問題となり，

|s − t| =
f ′′(x1)
2 × 2!

h3 − f ′′(x1)
3 × 2!

h3 + O(h4)

=
f ′′(x1)

12
h3 + O(h4)

(9)

と表せる．即ち，積分を台形で近似したひとつの区間の誤差は，刻み幅の h3で効いてくるのである．従っ

て，積分のトータルの誤差は，それを区間の個数 N を乗じた

|S − T | = N |s − t|

= N
f ′′(x1)

12
h3

= N
f ′′(x1)

12

(
b − a

N

)3

=
f ′′(x1)

12
(b − a)3

N2

(10)

となる．積分の誤差は N−2に比例する．分割数を 10倍にすれば，積分の誤差は 1/100になるわけである．
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3 シンプソンの公式

3.1 基本的な考え方

台形公式の考え方は簡単であるが，精度はあまりよくない．そこで，よく似た考え方で精度が良いシンプ

ソンの公式を説明する．台形公式は，分割点の値を一次関数 (直線)で近似を行い積分を行った．要するに
折れ線近似である．ここで，1次関数ではなく，高次の関数で近似を行えばより精度が上がることは，直感
的に分かる．

2次関数で近似を行うことを考える．2次関数で近似するためには，3点必要である．3つの分点をそれ
ぞれ，(xj , xj+1, xj+2)とする．そして，この 2次関数を P (x)とする．P (x)はラグランジュ補間に他なら
ないので，

P (x) =
(x − xj+1)(x − xj+2)

(xj − xj+1)(xj − xj+2)
f(xj) +

(x − xj)(x − xj+2)
(xj+1 − xj)(xj+1 − xj+2)

f(xj+1)

+
(x − xj)(x − xj+1)

(xj+2 − xj)(xj+2 − xj+1)
f(xj+2) (11)

となる．図 3に示すとおりである．

y

xj
x

f(x)

xj+1 xj+2

2次関数

P(x)

図 3: 元の関数を区間 [xj , xj+2]を 2次関数で近似する

これを，区間 [xj , xj+2]で積分する．紙面の都合上，式 (11)の右辺を各項毎に積分を行う．まず，右辺
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第 1項であるが，それは次のようになる．

式 (11)右辺第 1項の積分 =
∫ xj+2

xj

(x − xj+1)(x − xj+2)
(xj − xj+1)(xj − xj+2)

f(xj)dx

x = xj + ξと積分変数を変換すると

=
∫ 2h

0

(xj + ξ − xj+1)(xj + ξ − xj+2)
(xj − xj+1)(xj − xj+2)

f(xj)dξ

=
∫ 2h

0

(ξ − h)(ξ − 2h)
(−h)(−2h)

f(xj)dξ

=
f(xj)
2h2

∫ 2h

0

(
ξ2 − 3hξ + 2h2

)
dξ

=
f(xj)
2h2

[
ξ3

3
− 3h

ξ2

2
+ 2h2ξ

]2h

0

=
h

3
f(xj)

(12)

同様に，第 2,3項を計算すると

式 (11)右辺第 2項の積分 =
4h

3
f(xj+1) (13)

式 (11)右辺第 3項の積分 =
h

3
f(xj+2) (14)

となる．以上より，近似した 2次関数 P (x)の範囲 [xj , xj+2]の積分は，
∫ xj+2

xj

P (x)dx =
h

3
{f(xj) + 4f(xj+1) + f(xj+2)} (15)

となる．

これは，ある区間 [xj , xj+2]の積分で，その巾は 2hである．区間 [a, b]にわたっての積分 Sは，式 (15)
を足し合わせればよい．ただし，j = 0, 2, 4, 6と足し合わせる．

S =
h

3
[f(x0) + 4f(x1) + f(x2)] +

h

3
[f(x2) + 4f(x3) + f(x4)] +

h

3
[f(x4) + 4f(x5) + f(x6)] + · · ·

· · · + h

3
[f(xN−2) + 4f(xN−1) + f(xN )]

=
h

3
[f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + 2f(x4) + 4f(x5) + 2f(x6) + · · ·

· · · + 2f(xN−2) + 4f(xN−1) + f(xN )]

(16)

これが，シンプソンの公式と呼ばれるもので，先ほどの台形公式よりも精度が良い．誤差は，N−4に比例

する．分割数N を 10倍にすると，誤差は 1/10000程度にになることが期待できる．
注意シンプソンの公式を使う場合，分割数N は偶数でなくてはならない．これに注意して，プログラム

を作成しよう．

3.2 シンプソンの公式の実際の数値積分

実際にシンプソンの公式を使って数値積分を行う場合，台形公式を上手に使う．台形公式からどうやって

シンプソンの公式を計算するのか?—という驚きの疑問が湧くだろう．それをこれから示す．ここでは，基
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礎となる計算のアルゴリズムとフローチャートを示す．ここのお話は，主に文献 [1]を参考にした1．

3.2.1 計算アルゴリズム

区間 [a, b]を N 等分して関数 f(x)を数値積分する．この場合の台形公式とシンプソンの公式を比較する．
比較しやすくするために，台形公式 (4)とシンプソンの公式 (16)を少し書き直す．

T = h

[
1
2
f(a) + f(a + h) + f(a + 2h) + f(a + 3h) + f(a + 4h) + · · · + 1

2
f(a)f(a + Nh)

]
(17)

S = h

[
1
3
f(a) +

4
3
f(a + h) +

2
3
f(a + 2h) +

4
3
f(a + 3h) +

2
3
f(a + 4h) + · · · + 1

3
f(a + Nh)

]
(18)

これから，面白いことに気がつくだろう．どちらも，関数の値を計算するポイントは N + 1個である．し
かし，計算された値の加算の方法が異なる．そのようすを図 4にしめす．加算の方法が異なるだけで，台形
公式の精度は 2次，シンプソンの公式は 4次になる．
図 4や式 (17)や (18)を見ると台形公式とシンプソンの公式はよく似ており，なんらかの関係があること

は容易に推測がつく．それらの関係を考えることにする．区間 [a, b]を N = 2nで分割して，数値積分を行

うとする．この時の台形公式の結果を Tn，シンプソンの公式の結果を Snとする．すると，それらには，

Sn+1 =
4
3
Tn+1 −

1
3
Tn (19)

の関係がある．これは，次のように右辺を計算すれば簡単に証明できる．これを計算するために，Sn+1や

Tn+1のときのステップ幅を h = (b − a)/2n+1とする．こうすると，Tnのときのステップ幅は 2hとなる．

これを利用すると，右辺は

4
3
Tn+1 −

1
3
Tn =

4h

3

[
1
2
f(a) + f(a + h) + f(a + 2h) + f(a + 3h) + · · · + f(b − h) +

1
2
f(a)f(b)

]

− 2h

3

[
1
2
f(a) + f(a + 2h) + f(a + 4h) + f(a + 6h) + · · · + f(b − 2h) +

1
2
f(a)f(b)

]

=
h

3
[f(a) + 4f(a + h) + 2f(a + 2h) + 4f(a + 3h) + · · · + 2f(b − 2h) + 4f(b − h) + f(b)]

(20)

となる．

これまでの結果から，N = 2nとN = 2n+1に分割したときの台形公式の積分の値が分かると，N = 2n+1

のときのシンプソンの公式での積分値が計算できると言える．式 (19)のとおりである．しかし，式 (18)を
直に計算する方法とどれほどのメリットがあるのだろうか?—という疑問も湧くだろう．これだけだと，少
し計算が早いかもしれないが，それほど大きなメリットはない．ただ，台形公式と比べると，大変大きなメ

リットがある．台形公式とほとんど同じ計算で，シンプソンの公式の精度が得られるのである．ロンバーグ

積分まで考えると，さらに大きなメリットが生じる．

1この教科書は分かり易いので，この講義に興味を持った者は，一読をすすめる．
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図 4: 台形公式とシンプソンの公式の比較．関数の曲線の上が台形公式とシンプソンの公式で積分を計算す
るとき重み．下:台形公式 　上:シンプソンの公式．

3.2.2 計算アルゴリズム

シンプソンの公式で数値積分を行う場合，式 (18)を計算しても良いが，台形公式を使う漸化式 (19)を使
うことを勧める．台形公式からシンプソンの公式の値を求めるには，次のような手順で計算する．ただし，

計算精度は εとする．

1. 区間の区切りを N = 2として台形公式で積分 T1を計算する．計算結果は，T oldとする．

2. 区間の区切りを N = 2としてシンプソンの公式で積分 S1を計算する．計算結果は Soldとする．

3. 目的の精度に達するまで，以下を繰り返す．

(a) N の値を 2倍にする．それにともない，ステップ幅 hを半分にする．

N ← 2N h ← h/2 (21)

(b) 新しい台形公式の積分値を計算する．

t = f(a + h) + f(a + 3h) + f(a + 5h) + f(a + 7h) + · · · + f(a + (N − 1)h) (22)

T (new) =
T (old)

2
+ ht (23)

(c) 新しいシンプソンの公式の積分値を計算する．

S(new) =
4T (new) − T (old)

3
(24)

(d) 以下の条件を満たすならば，目的の計算精度に達したと判断して，繰り返し文から脱出する．

|S(new) − S(old)|
S(new)

< ε (25)
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(e) 目的の精度に達していなければ，

S(old) ← S(new) T (old) ← T (new) (26)

として，最初から繰り返す．

4. シンプソンの公式による数値積分の結果 S(new)を表示する．

4 ロンバーグ積分法

これについては，各自，勉強してください．文献 [1]から式のみを引用する．台形公式を組み合わせて，
積分の精度を上げていくものである．

T (k)
n =

4kT
(k−1)
n − T

(k−1)
n−1

4k − 1
(27)

kが大きくなると，高次の誤差項がなくなり，精度が向上する．k = 1のときシンプソンの公式

T (1)
n =

4kT
(0)
n − T

(0)
n−1

3
(28)

となる．

5 モンテカルロ積分法

5.1 単純な場合 (２次元の面積)

ここでは，モンテカルロ法 (Monte Carlo method)呼ばれる乱数を使った一風変わった数値積分の方法を
示す．モンテカルロとは有名なモナコのカジノで，博打をするところである．この方法を少し学習すると，

名前の由来が分かったような気になるはずである．．

まずは，図 5の様な円の面積を求めることにする．もちろん，この円の面積は πと分かっているが，こ

れを乱数を用いて数値計算しようと言うのである．円を囲む正方形内部には，ランダムな点がある．正方形

内部にある点の個数を Ns，円の内部にある個数を Ncとする．そして，正方形の面積を Ss，円を Scとす

る．すると，これらには

Sc

Ss
' Nc

Ns
(29)

の関係がある．ランダムな点の数増加させると，これらは，ほとんど等式で結ばれるであろう．形状が単純

な正方形の面積 Ssは分かっているので，円の面積 Scは

Sc ' Nc

Ns
Ss (30)

と計算できる．点の数を増やすと，それがランダムに分布する限り，右辺は円の面積に近づく．正方形の面

積と点の数を計算するだけで円の面積が分かるのである．このようにランダムな点 (乱数)を用いて，積分
する方法をモンテカルロ積分と言う．
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円の面積を求めても大したことはないが，例えば図 6のような複雑な形状の面積が計算できるとなると
ぐっと御利益はある．先ほどの円の面積と同じようにして，計算できるのである．計算したい部分内の点の

数Ninは，

Nin = (大円Ω0内部の点数) − (大円Ω0内部かつ小円Ω1内部の点数)

− (大円Ω0内部かつ楕円Ω2内部の点数) − (大円Ω0内部かつ正方形Ω3内部の点数) (31)

こうやって，内部の点の数を調べて，後は，式 (30)のようにすれば面積を求めることができる．
このように複雑な領域の積分でも適用でき，応用範囲の広い方法である．積分の精度を上げようとする

と，サンプル数N を増やすことになる．しかし，その精度は，たかだかサンプル数の平方根に比例するの

みである．誤差を 1/10にしたければ，サンプル数を 100倍にする必要がある．計算時間も 100倍になる．
これが，この方法の最大の弱点である．

精度がサンプル数の平方根に比例するのは，完全な乱数を仮定しているからである．それを計算機で発生

させることは不可能なので，その生成も問題となる．できるだけ良い乱数を使わなくてはならないが，この

問題は奥が深い．ここではこれ以上立ち入らないが，興味のある者は調べてみると良い．

話は変わるが，ひとつ注意を与えておく．実際のプログラムでは，乱数を使って (x, y)を発生させて，そ
れが内部にあるか否かを即座に判断する．配列に座標データを入れて，最後に検査するとメモリーがいく

らあっても足りなくなるからである．

1
ランダムな点

図 5: モンテカルロ積分．正方形内にランダムな
点をばらまく．ランダムな点の数を増やせば，正

方形内と円内の点の数の比が，正方形と円の面

積の比になる．

図 6: この面積を解析的に計算するのは，大変面
倒である．
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5.2 複雑な積分

もう少し複雑な積分が必要な場合を考えてみよう．ある関数 f(x1, x2, x3, ·, xM ) の体積積分を考える．こ
の体積積分は

∫

Ω

f(x1, x2, x3, · · · , xM )dx1dx2dx3 · · · dxM = V 〈f〉 (32)

となる．ここで，V は M次元体の領域 Ωの体積，〈f〉はその内部の関数の平均値である．これは 3次元体
の質量を考えると簡単である．その質量は，密度の体積積分となる．これは体積に平均密度を乗じた値に等

しい．当たり前の式である．このことから，式 (32)の積分の値が欲しければ，体積と平均値が分かればよ
いことになる．

積分を計算するために，まずは体積である．先ほどは，二次元問題であるが，はかなり複雑な形状の面積

をモンテカルロ積分で計算する方法を示した．2次元と同じ考えで，3次元，4次元，· · ·，M次元の体積も
比較的，容易に求めることができる．分かり切った体積に，領域 Ωを包み込み，その内部にランダムに配
置されたサンプル点の数を数えれば良いのである．体積の計算は簡単である．

残りは，体積内部の平均 〈f〉である．これも簡単で，領域 Ω内部にあるサンプル点の平均より求めるこ
とができる．即ち，

〈f〉 ' 1
Nin

∑

i

f(ri) 領域 Ωの内部のみ (33)

となる．ここで，riは i番目のサンプル点の (x1, x2, x3, ·, xN )座標である．また，Ninは領域内部のサンプ

ル数である．この計算も簡単で，コンピューターは難なく，平均値に近似値を求めることができる．

以上より，モンテカルロ法を用いると，体積 V と平均値 〈f〉の近似値が計算できることが分かる．従っ
て，式 (32)の近似値を求めることができる．
数値計算で有名な本「NUMERICAL RECIPES in C」 [2]には，図 7の様な形状の重心を求める問題が

出ている．このように複雑な積分が必要なときにモンテカルロ法は威力を発揮する．

図 7: 「NUMERICAL RECIPES in C」の例題．一部を切り取られたトーラスの重心を求める．
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6 練習問題とレポート

6.1 問題

6.1.1 基本

本日学習したの 3通りの方法で半径 r = 1の円の面積を求めよ．実際の計算は，図 8のように，1/4を計
算して，それを 4倍する．

[問 1] 台形公式を使った積分．積分ができたならば，分割数N と誤差の関係を考察せよ．

[問 2] シンプソンの公式を使った積分積分ができたならば，分割数N と誤差の関係を考察せよ．

[問 3] モンテカルロ積分．積分ができたならば，乱数の数 N と誤差の関係を考察せよ．

x
y

1 1/4円を計算して、4倍する。

図 8: 円の面積

6.1.2 ちょっと応用

モンテカルロ積分を使って，図 9の体積を計算せよ．これは，半径 r = 1の円柱が直交して重なった部
分の体積である．モンテカルロ積分で体積が求まったならば，理論値を求め比較してみよ．

6.2 レポート

基本の 3問とちょっと応用の 1問の計 4問のうち，少なくとも一つの問題のソースプログラムと計算結果
を提出すること．他人のプログラムを写すことは厳禁とする．必ず自分の力でプログラムを作成せよ．
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2

2

図 9: 直交する円柱．3角法で示している．
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