
試験問題 (生産システム工学専攻 電気磁気学特論)

生産システム工学専攻 　 　学籍番号 　 　氏名 　

1 必須問題

[問 1] 20 点 球殻の中心を原点とした球座標を考える．この原点を中心として，全ては対称なので，電場の

成分のうち，Erのみ値を持つことができ，他の成分はゼロとなる．Erを求めるために，積分形のガ

ウスの法則
∫

S

E · ndS =
1
ε

∫

V

ρdV

を使うことになる．この式を適用する領域を，この球殻を中心にした球状にすると積分は簡単になる．

電場を求める位置 rとすると，ガウスの式の左辺は，
∫

S

E · ndS = 4πr2Er

となる．積分領域の球の表面では，電場Erは一定で，積分領域の法線方向と一致するためである．一

方，右辺は

1
ε

∫

V

ρdV =





0 r ≤ aのとき

Q

ε
a ≤ rのとき

となる．したがって，

4πr2Er =





0 r ≤ aのとき

Q

ε
a ≤ rのとき

である．これから，球殻の内外の電場は，

Er =





0 r ≤ aのとき

Q

4πεr2
a ≤ rのとき

となる．

[問 2] 20 点 導線 a,bが一番上にあるとき x = 0とする座標を選び，下に向かうとそれが増加するようにす
る．すると回路が囲む面積 Sは，x`となる．ここを貫く，フラックスは φ = x`B となる．抵抗は，

導線 a,bのみなので，その間の電圧は，

V = −dφ

dt

= −`Bv

である．これから，回路に流れる電流は

I = −`Bv

R
(1)

となる．

この電流が流れることにより，ローレンツ力が発生することになる．ローレンツ力は，qvBとなるが，
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電荷密度 ρと導線の断面積 Sと長さ `を考えると

F = qvB

=
∫

ρvBdV

= ρvBS`

ρvS = I なので

= IB`

と書くことができる．終速度に達した場合，このローレンツ力と重力による力が釣り合うので，mg +
Iv` = 0となる．電流は分かっているので，終速度は，

v =
Rmg

B2`2

となる．

[問 3] 20 点 自由空間では，電流や電荷はない．したがって，マクスウェルの方程式の中で，ρ = 0，j = 0
とすればよい．すると，自由空間での電磁場を表すマクスウェルの方程式

∇ · E = 0

∇ · B = 0

∇× E +
∂B

∂t
= 0

∇× B − ε0µ0
∂E

∂t
= 0

が得られる．

この式のうち 3番目のものの両辺に回転の演算子を作用させると，

0 = ∇×∇× E +
∂

∂t
(∇× B)

マクスウェルの方程式の 4番目の式)より

= ∇×∇× E + ε0µ0
∂2E

∂t2

となり，電場のみの式にできる．ここで，右辺第一項であるが，これはベクトル恒等式∇×∇×A =
∇(∇ · A) −∇2Aを使い，

0 = ∇(∇ · E) −∇2E + ε0µ0
∂2E

∂t2

マクスウェルの方程式の 1番目の式より

= −∇2E + ε0µ0
∂2E

∂t2

と変形できる．これで，電場のみの式となった．

同様のことを磁場について行う．マクスウェルの方程式の 4番目の式の両辺の回転の演算子を作用さ
せると

0 = ∇×∇× B − ε0µ0
∂

∂t
(∇× E)

∇×∇× A = ∇(∇ · A) −∇2Aとマクスウェルの方程式の 3番目の式より

= ∇(∇ · B) −∇2B + ε0µ0
∂2B

∂t2

マクスウェルの方程式の 2番目の式より

= −∇2B + ε0µ0
∂2B

∂t2

が得られる．
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以上の操作により得られた電場と磁場の式を整理すると，

∇2E − ε0µ0
∂2E

∂t2
= 0

∇2B − ε0µ0
∂2B

∂t2
= 0

が得られる．
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2 選択問題

選択した番号を記述した後，問いに答えること．

[問 1] 20 点 対称性により、電場は、

Eθ = 0 Ez = 0

となり、値を持つのは Er のみである。この電場を積分形のガウスの法則を用いて計算す

る。積分の領域を、長さ L、半径 rの円筒した場合，
∫

S

E · ndS = 2πrLEr

となる。円筒の上下のふたの部分は、Ez = 0のため、積分はゼロになる。一方、r ≤ aの

場合、

1
ε0

∫

V

ρdV =
1
ε0

∫ 2π

0

dθ

∫ L

0

dz

∫ r

0

3Q(r − a)
πa3

rdr

=
2πL

ε0

3Q

πa3

[
r3

3
− ar2

2

]r

0

=
LQr2 (2r − 3a)

ε0a3

となる。ここで、dV = dxdydz = rdθdrdzを使った。また、a ≤ rの場合は、積分範囲が

[0, a]になる。したがって、先の式で r → aとすればよく、

1
ε0

∫

V

ρdV = −LQ

ε0

である。以上をまとめると、ガウスほ法則の積分形の式 (??)は、

2πrLEr =





LQr2 (2r − 3a)

ε0a3
r ≤ aのとき

−
LQ

ε0
a ≤ rのとき

となる。これから、直ちに電場 Erは

Er =





Qr (2r − 3a)

2πε0a3
r ≤ aのとき

−
Q

2πε0r
a ≤ rのとき

と導かれる。

電場が求められたので、それを積分してポテンシャルを求める。この問題の電荷は、無限

に長い円柱となっているので、無限の電荷が含まれる。したがって、無限遠からの電場の

積分は発散してしまいうので、無限遠点を基準にするわけにはいかない。そこで、r = a

の場所を基準として φ(a) = 0とする。他の場所を基準にしても良いが、ここを基準とした
場合、もっとも積分が容易である。r ≤ aの場合は、

φ(r) = −
∫ r

a

Qr (2r − 3a)
2πε0a3

dr

=
Q

(
5a3 − 9ar2 + 4r3

)

12πε0a3
r ≤ a

となる。一方、r ≥ aの場合は、

φ(r) = −
∫ r

a

Q

2πε0r
dr

=
Q

2πε0
log

( r

a

)
r ≥ a

である。
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[問 2] 20 点 コンデンサーの片側の電極の電荷量 Qと電圧 V、静電容量 Cには、

Q = CV

の関係がある。これを使って電荷量を求めることになる。そこで、コンデンサーの内側の

電極 (半径 a)に Qの電荷、外側の電極 (半径 b)に −Qの電荷があるとする。この状態で

電圧 (ポテンシャル)を求めて、静電容量を求めることにする。

この場合も、電圧は電場を積分する事により求めるのが簡単である。問題が、全て球形な

ので極座標系を用いることにする。内側と外側の電極間に生じる電場は、対称性により

Eθ = 0 Eϕ = 0

となり、Er を求めることに問題は帰着される。これは、積分形のガウスの法則を用いる

ことにより容易に計算できる。内側と外側の間に同心の球の領域を考え、この法則を適用

する。 ∫

S

E · ndS = 4πr2Er a ≤ r ≤ b

となる。一方、
1
ε0

∫

V

ρdV =
Q

ε0

となる．これらは等しいので、電極間の電場は

Er =
Q

4πε0r2
a ≤ r ≤ b

となる。

これから電極間の電位差は、この電場を積分することにより求められる。積分の結果は

V (a) − V (b) = −
∫ a

b

Q

4πε0r2
dr

=
Q

4πε0

(
1
a
− 1

b

)

=
Q

4πε0

b − a

ab

となる。

最初に示した、電圧と電荷量、静電容量の関係式から、

C =
Q

V

= Q
4πε0

Q

ab

b − a

=
4πε0ab

b − a

となる。

[問 3] 20 点 平行平板コンデンサーの静電容量 Cは、

C =
ε0S

d

となる。したがって、微小静電容量は、

dC =
ε0

d
dS

=
ε0

d
dydx

と書いても良いだろう。

これを使って、問題のコンデンサーの静電容量を求める。単に積分をするだけの話である。

静電容量は

C = ε0

∫ b/2

−b/2

dy

∫ a/2

−a/2

1
d + 2δ

a x
dx

= ε0b ×
a

2δ
log

(
d + δ

d − δ

)

=
ε0ab

2δ
log

(
1 + δ/d

1 − δ/d

)
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となる。これを、δ ¿ 1としてテイラー展開する。ここで、テイラー展開式

log
(

1 + x

1 − x

)
= 2x +

2x3

3
+

2x5

5
+

2x7

7
+ · · ·

を用いる。すると、コンデンサーの静電容量は、

C ' ε0ab

2δ

[
2

(
δ

d

)
+

2
3

(
δ

d

)3
]

' ε0ab

d

[
1 +

1
3

(
δ

d

)2
]

となる。

[問 4] 20 点 点 Oから直線電流に沿った座標を xとする．Aの方向が負で Bの方向が正とする．
このときの微小磁場は，ビオ・サバールの法則より

dB =
µ0I

4πr2

dx × r

r

となる．ここで，P点での磁場は紙面と垂直方向であり，|dx × r/r| = sin θdxとなる．x
の位置によらず磁場の方向は同じなので，dBとスカラーで書いても良いだろう．微小磁

場は，

dB =
µ0I sin θdx

4πr2

となる．これを積分すればよいのだが，そのために，

tan θ = −R

x
r sin θ = R

をつかう．これらから，

dx =
R

sin2 θ
dθ r =

R

sin θ

これらを使うと，

dB =
µ0I

4πR
sin θdθ

となり，Aから Bまで積分を行うと，

B =
∫ θ2

θ1

µ0I

4πR
sin θdθ

=
µ0I

4πR
[cos θ1 − cos θ2]

となる．

[問 5] 20 点 下図のように座標系を決める．

��

�

��

��

�
�

�

	

証明はしないが，円形回路が作る磁場でその円形回路に作用する力の大きさの合計は，ゼ

ロである．もしゼロでないと，自分自身の電流で永久に力を受けることになり，永久機関

が出来てしまう．これは矛盾である．
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円形回路上の任意の点 Pの位置での直線電流が作る磁場は，z方向成分 Bz のみで，その

強さはアンペールの法則から，

Bz = − µ0I1

2π(d + a cos θ)

となる．P点での円形回路の電流は x成分と y成分に分けることができ，それぞれ

Ix = −I2 sin θ Iy = I2 cos θ

となる．

微少電流 Id`が磁場Bより受ける力は，ローレンツ力から，

dF = Id` × B

となる．ここで，d` = adθである．したがって，先ほど求めた磁場と電流による力は，

dFx = −IxBzadθ = − µ0I1I2 sin θ

2π(d + a cos θ)
adθ dFy = IyBzdθ =

µ0I1I2 cos θ

2π(d + a cos θ)
adθ

となる．これを [−π, π]の範囲で積分すれば，円形回路に作用する力が分かる．Fx を求め

る被積分関数は奇関数なので，この範囲の積分はゼロになる．一方，Fyを求める被積分関

数は偶関数なので，積分範囲を半分にして，それを 2倍しても良い．円形回路の y方向に
作用する力は，

Fy = 2
∫ π

0

µ0I1I2a cos θ

2π(d + a cos θ)
dθ

=
µ0I1I2

π

∫ π

0

a cos θ

d + a cos θ
dθ

=
µ0I1I2

π

∫ π

0

[
1 − d

d + a cos θ

]
dθ

=
µ0I1I2

π

[
π −

∫ π

0

d

d + a cos θ
dθ

]

ここで，tan
θ

2
= tと変数変換する

すると，cos θ =
1 − t2

1 + t2
, dθ =

2dt

1 + t2

=
µ0I1I2

π

[
π −

∫ ∞

0

d

d + a1−t2

1+t2

× 2
1 + t2

dt

]

=
µ0I1I2

π

[
π − 2d

d − a

∫ ∞

0

1
d+a
d−a + t2

dt

]

=
µ0I1I2

π

{
π − 2d

d − a

[√
d − a

d + a
tan−1

(√
d + a

d − a
t

)]∞

0

}

=
µ0I1I2

π

[
π − πd√

d2 − a2

]

= µ0I1I2

[
1 − d√

d2 − a2

]

となる．

[問 6] 20 点 微分形のマクスウェルの方程式は、以下の通りである。

∇ · D = ρ

∇ · B = 0

∇× E = −∂B

∂t

∇× H = j +
∂D

∂t
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これらの式を
∫

V

∇ · AdV =
∫

S

A · ndS ガウスの定理
∫

S

∇× AdS =
∮

A · d` ストークスの定理

を使って、積分形に書き直す。

マクスウェルの方程式の 1番目の式の両辺を体積積分を行い、ガウスの定理を使うと
∫

V

∇ · DdV =
∫

V

ρdV ガウスの定理⇒
∫

S

D · ndS =
∫

V

ρdV

となり、積分形のガウスの法則が得られる。

同じことをマクスウェルの方程式の 2番目の式に施すと
∫

V

∇ · BdV = 0 ガウスの定理⇒
∫

S

B · ndS = 0

が得られる。これが磁場に関する積分形のガウスの法則である。

次に、マクスウェルの方程式の番目の式に面積積分を行い、ストークスの定理を使うと
∫

S

∇× EdS =
∫

S

(
−∂B

∂t

)
dS ストークスの定理⇒

∫

C

E · d` = − d
dt

∫

S

B · ndS

が得られる。これは、積分形で表したファラデーの電磁誘導の法則である。

最後は、マクスウェルの方程式の 4番目の式に同じようにストークスの定理を応用すると
∫

S

∇× HdS =
∫

S

(
j +

∂D

∂t

)
dS ストークスの定理⇒

∫

C

H · d` =
∫

S

j · ndS +
d
dt

∫

S

D · ndS

が得られる。これは、積分形のアンペール-マクスウェルの法則である。
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