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1 本日の授業内容

本日は、マクスウェルの方程式から導かれるもののうち、もっともドラマチックな内容の一つ、電磁波に

ついて、説明する。

2 自由空間内の電磁波の波動方程式

2.1 電磁場の波動方程式

この講義の最初に、遠隔作用と近接作用 (場の採用)の考え方を示した。そのときに、遠隔作用の考え方
が困難をきたす場合として、電波の話をした。いよいよその電波の話をする事になる。

静電場の場合、遠隔作用であろうが近接作用であろうがその現象は変わらなかった。ただ、近接作用、す

なわち場の考え方を採用した方が計算は容易であったことは確かであるが、物理現象は同じように説明で

きた。電磁場の振動の周波数が高くなると、その考えは出来なくなる。それは、どのだろうか?。それにつ
いては、最後に述べることにしよう。

最初に、真空で電荷や電流が存在しない自由空間の電磁場を考える。電荷や電流が存在しない空間だか

ら、電場や磁場もゼロと考えるかもしれない。今までの話だと、電場や磁場の源は、電荷や電流と言ってき

たので、そう思っても仕方がない。実際にどうなっているか、マクスウェルの方程式から考えることにしよ

う。自由空間でそれは、

∇ · E = 0 (1)

∇ · B = 0 (2)

∇× E +
∂B

∂t
= 0 (3)

∇× B − ε0µ0
∂E

∂t
= 0 (4)

となる。明らかに、B = 0と E = 0は、この微分方程式の解となっている。それだけだろうか?他にも解
はないだろうか?。探してみることにする。
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この方程式を直接計算することは、明らかに計算が大変である。ベクトルの連立偏微分方程式になってい

るからである。ベクトルの部分は成分に分ければスカラーの方程式にする事ができる。問題なのは電場と

磁場の連立になっているからである。電場あるいは磁場の単独の式にする必要がある。自由空間のマクス

ウェルの方程式を眺めると分かるが、式 (3)の両辺の回転を取ると

0 = ∇×∇× E +
∂

∂t
(∇× B)

式 (4)より

= ∇×∇× E + ε0µ0
∂2E

∂t2
(5)

となり、電場のみの式にできる。ここで、右辺第一項であるが、これはベクトル恒等式 ∇ × ∇ × A =
∇(∇ · A) −∇2Aを使い1、

0 = ∇(∇ · E) −∇2E + ε0µ0
∂2E

∂t2

式 (1)より

= −∇2E + ε0µ0
∂2E

∂t2
(6)

と変形できる。これで、電場のみの式となった。

同じことを磁場に適用する。式 (4)の両辺の回転をとることから始めると、

0 = ∇×∇× B − ε0µ0
∂

∂t
(∇× E)

∇×∇× A = ∇(∇ · A) −∇2Aと式 (3)より

= ∇(∇ · B) −∇2B + ε0µ0
∂2B

∂t2

式 (2)より

= −∇2B + ε0µ0
∂2B

∂t2

(7)

が得られる。

以上の操作により、自由空間中での電場と磁場を表す 2組の方程式

∇2E − ε0µ0
∂2E

∂t2
= 0 (8)

∇2B − ε0µ0
∂2B

∂t2
= 0 (9)

が得られた。この方程式は、物理的には何を意味しているのだろうか?。以前の講義で話したように、カー
テシアン座標系のラプラス演算子は、

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(10)

1∇2 はラプラス演算子で、第 4 回の講義で説明した。
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となる。また、電場Eや磁場Bは、ベクトルなのでカーテシアン座標系の成分で表現できる。これから、

先の方程式 (8)や (9)はカーテシアン座標系では、

∂2Ex

∂x2
+

∂2Ex

∂y2
+

∂2Ex

∂z2
− ε0µ0

∂2Ex

∂t2
= 0 (11)

∂2Ey

∂x2
+

∂2Ey

∂y2
+

∂2Ey

∂z2
− ε0µ0

∂2Ey

∂t2
= 0 (12)

∂2Ez

∂x2
+

∂2Ez

∂y2
+

∂2Ez

∂z2
− ε0µ0

∂2Ez

∂t2
= 0 (13)

∂2Bx

∂x2
+

∂2Bx

∂y2
+

∂2Bx

∂z2
− ε0µ0

∂2Bx

∂t2
= 0 (14)

∂2By

∂x2
+

∂2By

∂y2
+

∂2By

∂z2
− ε0µ0

∂2By

∂t2
= 0 (15)

∂2Bz

∂x2
+

∂2Bz

∂y2
+

∂2Bz

∂z2
− ε0µ0

∂2Bz

∂t2
= 0 (16)

と書き改められる。このように 6組の偏微分方程式が得られる。
この方程式は、どこかで見覚えがあるはずである。波動方程式である。電磁場の波動方程式となってい

る。このようになると、近接作用の考えが生きてくる。遠隔作用の考えでは波動方程式などでてこないので

ある。さて、この近接作用が確固たるものになるためには電磁場の波を観測しなくてはならない。それが、

1888年にヘルツによって観測されたのである。物理学上のもっともドラマチックな実験に違いない。理論
から予言された電磁波が本当にあったのである。この電磁波の発見は、その後の科学技術に多大な貢献をし

た。その内容は言うまでもないだろう。

古代の磁石や静電気の研究から始まり、エルステッドやクーロン、アンペール、ファラデー、その他多く

の人の研究は、マクスウェルの方程式となり、最後のヘルツが決定的な実験をして、電磁気学は完成したの

である。最後に、よちよち歩きの赤ちゃんは、現代社会の繁栄をもたらす巨大な技術として成長したので

ある。

2.2 波動方程式 (復習)

たぶん、諸君が最初に学習した波動方程式は、1次元で

∂2u

∂x2
− 1

v2

∂2u

∂t2
= 0 (17)

のようになっていたはずである。uが波の振幅、xが位置、tが時刻を表す。そして、vが波の位相速度に

なる。昔、学習した弦の方程式を思い出して欲しい。このときは、uが弦の変位であったはずである。

波は重ね合わせの原理が成り立つことはよく知られた事実である。だから、遠くまでの通信ができるので

ある。f1(x, t)と f2x, tが式 (17)が解ならば、任意定数 C1と C2をつかって

u(x, t) = C1f1(x, t) + C2f2(x, t) (18)

も解となることが重ね合わせの原理である。この新しい関数 u(x, t)も解となっていることは、元の波動方
程式に代入してみれば明らかである。
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それでは、波動方程式の一般解を求めることにしよう。式 (17)は

0 =
∂2u(x, t)

∂x2
− 1

v2

∂2u(x, t)
∂t2

=
(

∂2

∂x2
− 1

v2

∂2

∂t2

)
u(x, t)

=
(

∂

∂x
+

1
v

∂

∂t

)(
∂

∂x
− 1

v

∂

∂t

)
u(x, t)

(19)

と書き換えることができるので、

∂u

∂x
+

1
v

∂u

∂t
= 0 または

∂u

∂x
− 1

v

∂u

∂t
= 0 (20)

ならば、元の波動方程式の解となる。最初の偏微分方程式の解は、

u(x, t) = f+(x − vt) (21)

となることが分かる。本当かどうかは、これを元の式 (20)の最初に代入してみればよい。明らかに成り立
つはずである。同様に、2番目の偏微分方程式の解は、

u(x, t) = f−(x + vt) (22)

となることがわかる。最初の f+(x− vt)は進行波、f−(x + vt)は進行波は後進波を表す。これは、f+や f−

として、正弦波を当てはめて計算してみれば直ちに理解できる。

最初に述べたように波動方程式の解は重ね合わせの原理が成り立つ。したがって、先ほどの 2つの解は
結合されて

u(x, t) = f+(x − vt) + f−(x + vt) (23)

と書き表すことができる。要するに、波動方程式の解は進行波と後進波の和になるのである。もし、f+と

f−の関すの形が同一ならば、それは定在波となる。この辺の話や位相速度や群速度の話もしなくてはなら

ないと思うが、この講義では時間がないので省く。波を取り扱うような仕事に就いたならば、自分で学習せ

よ。世の中には良い教科書がいっぱいある。

ここでは、波動方程式の解としてダランベールの解を示した。しかし、諸君は 4年生の応用解析では、式
(17)を変数分離して解いたはずである。変数分離で解いたものがダランベールの解になっていることを確
認してみるとよい。また、電気の学生は 5年生の計算機応用で、波動方程式を差分で計算したはずである。
このように様々な方法で、波動方程式は解くことができる。問題に適した方法で計算できるようになる必要

がある。なぜならば、波動方程式は自然科学の分野でかなりポピュラーで、しばしば現れるからである。

風呂に入っているとき、水面を静かにして、水滴を一滴落とし、波面が広がる様子をときどき観察する。

落下した水滴により、孤立波が発生し、それが静かに円形に広がり、壁に衝突する。壁に衝突した反射波も

また円形に広がる。私は、このように波がきれいに広がることが信じられず、大きな感動を覚えるのであ

る。流体のように粘性が支配するような媒質でも、あのようにきれいに波が広がることは私にはまったく信

じられない。
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3 電磁波

ここでは、先ほどの電磁場の波動方程式のもっとも単純な解である平面波について、カーテシアン座標系

で考察する。

3.1 3次元平面波

先程述べたように、自由空間の電場を表す式 (8)は波動方程式で、その解は波になっている。波といって
もベクトルである電場の波である。この解として

E(r, t) = E0 sin(k · r − ωt) (24)

を仮定する。ここで、kは波数ベクトルと呼ばれるものである。一次元問題の波数 (k = π/λ)に対応する
ものである。この解の式のパラメーターを適当に決めれば、これは元の波動方程式の解の一つになること

は自明であろう。

kはベクトルで、

k = (kx, ky, kz) (25)

と成分で書き表すことができる。もちろん、rは位置を表すベクトルなので

r = (x, y, z) (26)

である。従って、式 (24)中の k · rは、kxx + kyy + kzzと書き表すことができる。このことを理解すると、

式 (24)を成分を用いて書き表すと

Ex = E0x sin(kxx + kyy + kzz − ωt) (27)

Ey = E0y sin(kxx + kyy + kzz − ωt) (28)

Ez = E0z sin(kxx + kyy + kzz − ωt) (29)

となる。これで、ベクトルの波を表す式 (24)がわかった。
次に波数ベクトル kの意味を考える。式 (24)中の k · r − ωtは、位相である。そこで、この位相一定が

場所 r、すなわち波面がどうなっているか考える。一定の位相を φ0とすると、k · r − ωt = φ0なので、

k · r = φ0 + ωt (30)

となる。もちろん、波面はある瞬間の状態なので、同じは面の上では右辺は一定の値となる。このことか

ら、k · rが一定の値の場所を結ぶと波面となることがわかるだろう。もちろん、kは波によって決まった

値なので、定数である。従って、3次元空間中のこれが一定の値になる場所 rを探すことになる。式 k · r
は、rベクトルの k軸への射影と考えることができる。これが一定の面は、図 1のように平面となること
は明らかである。そして、この平面 (波面)は kと垂直になり、kの方向に移動する。これは、δt秒後の波

面を考えれば明らかである。
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もう少しこれを定量的に評価することにすることが良いだろう。tと t + ∆t秒の位相 φ0の波面の位置を

それぞれ、rと r + ∆rとすると

k · r = φ0 + ωt (31)

k · (r + ∆r) = φ0 + ω(t + ∆t) (32)

となる。この式の辺々を引くと

k · ∆r = ω∆t (33)

となる。この式の意味は、成分で書き表すと

kx∆x = ω∆t ky∆y = ω∆t kz∆z = ω∆t (34)

となり、かなりわかりやすくなる。これから波面の速度は、

vx =
∆x

∆t
=

ω

kx
vy =

∆y

∆t
=

ω

ky
vz =

∆z

∆t
=

ω

kz
(35)

と書き表すことができる。これは、波面の移動する速度で、位相速度と呼ばれる。これまでの話で、これが

位相速度と呼ばれる理由がわかっただろう。成分で表された位相速度をベクトルで書き表すと、

v =
ω

|k|
k

|k|
(36)

となる。右辺の ω/|k|は速度の大きさを、k/|k|は方向を表す単位ベクトルになっているのである。

�
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図 1: 波面と波数ベクトル kとの関係

6



これまでの話で、式 (24)が 3次元の平面波を表すことがわかった。この平面波がマクスウェルの方程式
から導かれた波動方程式 (8)の解になっているためには、パラメーターである角振動数 ωと波数 kはどの

ようになっているだろうか?。それを調べるためには、式 (24)を式 (8)の中に入れてみれば良い。すると、

∇2E − ε0µ0
∂2E

∂t2
=

(
∇2 − ε0µ0

∂2

∂t2

)
E (37)

=
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
− ε0µ0

∂2

∂t2

)
(Ex, Ey, Ez) sin(kxx + kyy + kzz − ωt) (38)

= −(Ex, Ey, Ez)(k2
x + k2

y + k2
z − ε0µ0ω

2) sin(kxx + kyy + kzz − ωt) (39)

= 0 (40)

となる。任意の電場の大きさで、任意の場所で、いつでもこの式が成り立つためには、

k2
x + k2

y + k2
z − ε0µ0ω

2 = 0 (41)

とならなければならない。波数ベクトル kと角振動数 ωの関係を表したこのような式のことを分散関係と

言う。媒質中の波の性質を表す大事な関係である。

この式から直ちに波の速度の大きさが

v =
ω

|k|

=

√
ω2

k2
x + k2

y + k2
z

=
1

√
ε0µ0

(42)

となることがわかる。これから、電磁波の速度は誘電率と透磁率から求めることができる。誘電率は ε0 =
8.854 × 1012、透磁率は µ0 = 4π × 10−7である。これから、電磁波の速度は 2.997 × 108となる。

これは、光の速度と同じである。実は、光は電磁波なのである。これからは、光の速度を cとして、

c =
1

√
ε0µ0

(43)

の記号を用いることにする。それにしても、磁石や静電気の現象が光と関係しているのは驚きである。

今までは、電場の平面波について論じて、式 (24)が自由空間中のマクスウェルの方程式の解の一つになっ
ていることを示した。同様に磁場の平面波も

B(r, t) = B0 sin(k · r − ωt) (44)

マクスウェルの方程式の解になっているのは明らかである。
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3.2 横波としての電磁波

3.2.1 波の進行方向と電場

次に、電場 E と磁場 B、そして波の移動方向 kの関係を調べる。まずは電場で、式 (1)に平面波の式
(24)を代入すると、

∇ · E = ∇ · [E0 sin(k · r − ωt)]

= (∇ · E0) sin(k · r − ωt) + E0 · ∇ [sin(k · r − ωt)]

E0は定ベクトルなので、∇ · E0はゼロであるので

= (E0x, E0y, E0z) · (
∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z
) sin(kxx + kyy + kzz − ωt)

= (E0x, E0y, E0z) · (kx, ky, kz) cos(kxx + kyy + kzz − ωt)

= E0 · k cos(k · r − ωt)

= 0 (45)

となる。これが、いつでもどこでも成り立つためには、

E0 · k = 0 (46)

となる必要がある。これは、電場と平面波の進む方向が直交していると言っている。

3.2.2 波の進行方向と磁場

電場の波の式 (24)と磁場の波の式 (44)は全く同じ形をしている。また、電場の発散の式 (1)と磁場の発
散の式 (2)も同じ形をしている。したがって、磁場の場合も

B0 · k = 0 (47)

が成り立つ。やはり、磁場と平面波の進む方向は直交しているのである。

3.2.3 残りのマクスウェルの方程式

平面波について、マクスウェルの方程式の (1)と (2)が成立するためには、その進行方向と電場および磁
場の方向が直交する必要があった。残りの方程式については、どうだろうか?。
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まずは、式 (3)を考える。この式の左辺は

∇× E +
∂B

∂t
= ∇× [E0 sin(k · r − ωt)] +

∂

∂t
[B0 sin(k · r − ωt)]

ベクトル恒等式、∇× φA = ∇φA + φ(∇× A)を使うと

= ∇× [E0 sin(k · r − ωt)] +
∂

∂t
[B0 sin(k · r − ωt)]

= ∇ [sin(k · r − ωt)] × E0 + sin(k · r − ωt)∇× E0 + ωB0 cos(k · r − ωt)

E0は定ベクトルなので、∇× E0はゼロである

= k × E0 cos(k · r − ωt) + ωB0 cos(k · r − ωt)

= (k × E0 + ωB0) cos(k · r − ωt)

= 0 (48)

となる。これがいつでも、どこでも成り立つためには、

k × E0 + ωB0 = 0 (49)

となる必要がある。この式から、電場と磁場、波の進む方向と磁場は直交していることが分かる。

これまでの全ての議論から、¶ ³
電場と磁場、波の進む方向は全て直交している。µ ´

ということがわかった。

残りは、マクスウェルの方程式の (4)である。この式を計算しやすくするために、c = 1/
√

ε0µ0を使って

∇× B − 1
c2

∂E

∂t
= 0 (50)

と書き直しておく。この式は (4)とほとんど同じなので、電場や磁場の波の式を代入した結果は、

(k × B0 +
ω

c2
E0) cos(k · r − ωt) = 0 (51)

と直ちにわかる。これが、いつでもどこでも成り立つためには

k × B0 +
ω

c2
E0 = 0 (52)

である。やはり、電場と磁場、電場と波の方向は直交している。

これまでのところ、電場と磁場、波の進む方向がおのおの直交しいれば、波の方程式 (24)と (44)は同時
に成り立つことが分かった。条件は、それだけでよいのだろうか?。まだだめである。式 (49)と式 (52)が
連立して成立する必要がある。これは、

k × E0 = −ωB0 (53)

k × B0 = − ω

c2
E0 (54)
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と書き改められる。電場E0と磁場B0、波の進む方向 kは全て直交しているので、この式が表すベクトル

の関係は、

kE0 = ωB0 (55)

kB0 =
ω

c2
E0 (56)

と容易に導くことができる。これから、直ちに

E0

B0
= c (57)

となる。真空中の電磁波は、電場と磁場の比がいつも一定なのである。

この式から、B = µ0H の関係をつかって、

E0

H0
= µ0c

= 376.73 (58)

と言う式が導かれる。技術者はこの関係を憶えている。この 376.7[Ω]を自由空間のインピーダンスと言う。

3.3 電磁波のエネルギー
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