
物質中のMaxwellの方程式

山本昌志∗

2004年 9月 10日

1 物質中の電場

原子に電場を加えると、分極が発生し、図 1のように電気双極子 pとして取り扱うことができる。物質

中では、これが密度 N で存在するとして、それを考慮して分極ベクトル

P = Nqδ

= Np
(1)

が定義できる。図からわかるように、ある表面積 Sを通り抜ける総電荷量 Q は、

Q = −SNqδ cos θ

= −SP · n
(2)

である。ここで、nは表面の法線方向である。負号になる理由は、法線方向と分極ベクトルの定義を考えれ

ば分かるはずである。これから、単位表面あたり通り抜ける電荷量は、

σp = −P · n (3)

となる。この分極により、閉じた空間の電荷量は
∫

ρdV =
∫

σdS

= −
∫

P · ndS

ガウスの定理より

= −
∫
∇ · P dV (4)

となる。この積分は任意の領域で成り立つため、

ρp = −∇ · P (5)

を導くことができる。
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次に、この分極ベクトルが作る電流であるが、これは式 (3)から、直ちに導くことができる。

jp =
∂P

∂t
(6)

これを分極電流と言う。これで、分極ベクトルによる電荷と電流を導くことｇあできたので、誘電体中の

Maxwellの方程式を書き直す準備ができた。
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図 1: 原子が分極する様子
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図 2: 境界を越えての電荷の移動 (境界と分
極ベクトルが平行)
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図 3: 境界を越えての電荷の移動 (境界と分
極ベクトルが角度を持つ)

2 物質中の磁場

原子に電場を加えると、分極により、分極電荷が発生したような状況が磁性体中でも起きる。磁性体中で

は、もっともっと複雑なことが起きているが、ここでは、物質中のマックスウェルの方程式を書き改めるた

めの概論にとどめる。

誘電体中で電荷が発生したように、磁性体中では電流が発生する。この電流の起源は、述べないが、次の

ような性質がある。

• 非常に小さい閉じた電流のループから成り立っている。
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電流は、閉じたループの集まりなので、

∇ · jm = 0 (7)

となる。閉じているので、湧き出しや吸い込みがないからである。これから、

jm = ∇×M (8)

と書ける。このM を磁化と言う。分極電荷は、電荷と電流を作ったが、磁化は電流は作るが電荷は作ら

ない。

3 物質中のMaxwellの方程式について

ミクロ的な立場で見ると、Maxwellの方程式は、




∇ ·E =
ρ

ε0

∇×E = −∂B

∂t

∇ ·B = 0

∇×B = µ0(j + ε0
∂E

∂t
)

(9)

である。電磁場については、これが全てで、これを解けば全て分かる。分極による電場も、分極電荷から生

じると考えれば、この式で十分である。分極電流もこれに含むことができる。磁化分極の電流も含めること

ができる。

しかし、分極電荷が問題となるような微少領域まで考えて、電磁場を計算するのは、いかにも大変であ

る。そこで、マクロ的な立場から、Maxwellの方程式を書き直す。追加するのは、




ρp = −∇ · P

jp =
∂P

∂t

jm = ∇×M

(10)

である。これに加えて、実電荷 (真電荷)による電流と電荷密度がある。これは一般には、ρと jと書かれ

る。ミクロ的な立場のMaxwellの方程式 (9)の ρと jには、電気分極や磁気分極の電荷密度や電流が含ま

れるが、以降のマクロ的な立場では、それらは実電荷のみが担う。

マクロ的な立場で、電気分極や磁気分極による電荷や電流を区別して書いたMaxwellの方程式は、




∇ ·E =
1
ε0

(ρ−∇ · P )

∇×E = −∂B

∂t

∇ ·B = 0

∇×B = µ0(j +
∂P

∂t
+∇×M) + ε0µ0

∂E

∂t

(11)
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となる。これは、式 (9)の電荷密度や電流の項を、電気分極、磁気分極、実電荷によるものに分けたのであ
る。これが、物質中でのマクロなMaxwellの方程式である。しかし、この式は複雑であまり見通しがよく
ない。そこで、ミクロな式 (9)に似た式に変形することを考える。式 (11)を変形すると





∇ · (ε0E + P ) = ρ

∇×E = −∂B

∂t

∇ ·B = 0

∇× (
B

µ0
−M) = j +

∂(ε0E + P )
∂t

(12)

が得られる。ここで、新たに 



D = ε0E + P

H =
B

µ0
−M

(13)

を定義する。このDを電束密度 [C/m2]、Hを磁界の強さ [A/m]と言う。これらを使うと、物質中のMaxwell
の方程式は、 




∇ ·D = ρ

∇×E = −∂B

∂t

∇ ·B = 0

∇×H = j +
∂D

∂t

(14)

となる。このままでは、4つのベクトルが未知数であるため、通常は解けない。物質中では、
{

D = εE

B = µH
(15)

という関係がある。この比例定数 εを物質中の誘電率、µを物質中の透磁率という。これは、P は Eに比

例する、M は Bに比例することから、導くことができる。電場や磁場が弱いときには、比例するが、大

きくなると比例しなくなる。そのため、εや µ を定数として扱うのは近似に過ぎない。

そこで、式 (14)がいつでも成り立つためには、εや µを定数として取り扱わないようにすればよい。磁

場や電場の強さの関数であるし、もはや実数として取り扱わない、スカラーではなく行列 (テンソル)、あ
るいはヒステリシスも考慮に入れ、取り扱う範囲を広げることができる。そのようにして、εや µは物質中

の電磁気的な作用を記述している。

最後に、導体中の電磁場を計算する場合は、オームの法則を

j = σE (16)

を加えればよい。ここの σは、物質中の導電率である。

駆け足でしたが、物質中のMaxwellの方程式は終わり。
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4 まとめ

電磁気学で重要な式は、以下の通りである。まずは Maxwellの方程式で




∇ ·D = ρ

∇×E = −∂B

∂t

∇ ·B = 0

∇×H = j +
∂D

∂t

(17)

がある。次に、物質の性質を示す 



D = εE

B = µH

j = σE

(18)

がある。最後に、電荷 qが速度 vで運動しているときに作用する電磁場が起源となる力は、ローレンツ力

と呼ばれ

F = q(E + v ×B) (19)

と書ける。
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